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基于有限元法的碳纳米管增强环氧树脂
复合材料力学性能预测

孙祺，宋兆波，李云龙
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摘要：通过 Python 二次开发随机吸附性算法 (RSA)，建立三维随机分布碳纳米管增强环氧树脂复合材料的代表

体积元有限元模型 (RVE)，采用有限元方法对 RVE 进行均匀化计算，分别对横观各向同性的纳米填料和各向同性的

基体进行材料属性赋予和网格划分，得到不同纳米填料体积分数的 RVE 的有效拉伸弹性模量及剪切弹性模量，并与

Mori-Tanaka 方法得到的理论弹性模量对比。结果表明，该方法可较为准确地预测纳米填料增强复合材料的弹性模

量，误差在 5.4% 以内，剪切弹性模量预测误差最小值为 0.54%。通过 Abaqus 进行动力学分析，提取 RVE 的固有频

率和振型，证明 RVE 的固有频率随纳米填料体积分数的提高而上升。RVE 对低体积分数的纳米填料增强复合材料

具有较好的预测效果，为构建纳米填料随机分布的复合材料提供了更为真实有效的模型。
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Prediction of Mechanical Properties of Carbon Nanotube Reinforced Epoxy Resin
Composites based on Finite Element Method

Sun Qi， Song Zhaobo， Li Yunlong
(Department of Civil and Environmental Engineering， Shantou University， Shantou 515063， China)

Abstract ：The representative volume element finite element model (RVE) of three-dimensional randomly distributed carbon 
nanotubes reinforced epoxy resin composites was established through Python’s secondary development random adsorption algo-
rithm (RSA). The RVE was homogenized by the finite element method，and the material properties and mesh were given to the trans-
versely isotropic nano filler and isotropic matrix respectively，the effective tensile elastic modulus and shear elastic modulus of RVE 
with different volume fraction of nano filler were obtained and compared with the theoretical elastic modulus obtained by Mori-Tana-
ka method. The results show that this method can accurately predict the elastic modulus of nano filler reinforced composite，the error 
is less than 5.4%，and the minimum prediction error of shear elastic modulus is 0.54%. Through the dynamic analysis of Abaqus，

the natural frequency and vibration mode of RVE were extracted. It is proved that the natural frequency of RVE increases with the in-
crease of nano filler volume fraction. RVE has a good prediction effect on low volume fraction nano filler reinforced composite，and  
provides a more real and effective model for the construction of composite with random distribution of nano fillers.
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近年来，纳米材料的出现促进了人们对高性

能、多功能复合材料的探索，纳米增强复合材料具有

质轻、强度高等特点，广泛应用于航空航天、汽车制

造、电子和化工领域 [1]。由于纳米增强复合材料的

加工制造和实验工序复杂，有些产品并不符合最初

的性能期望 [2–3]，人们需要对复合材料性能有准确的

预测，以此评估并提高产品质量，预测非均匀材料宏

观力学性能的重点在于将其本构模型与细观成分的
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微观非均匀性联系起来 [4]。

以碳纳米管为例，碳纳米管作为一种常用的纳

米材料，具有良好的力学、导电、导热性能及热稳定

性等，与环氧树脂基质混合后，能显著提高其拉伸性

能和弯曲性能。但是纳米材料的实验表征复杂、过

程较长且成本较高 [5–6]，同一种纳米材料的力学性质

并不统一，例如碳纳米管的轴向拉伸弹性模量在 0.3～

4.0 TPa 之间，同一材料的力学性能实验结果通常

与理论有出入 [7]，给预测复合材料力学性能带来困

难。

传统多相复合材料弹性模量的预测理论有

Mori-Tanaka 法 ( 简称 M-T 法 )[8]、Halpin-Tsai 半经

验法 [9]、自洽法 [10] 等，学者们在进行复合材料分析

设计时，如果把微观尺度的填料组分看作宏观组分

研究，将带来巨大的计算量，甚至无法分析。因此，

基于填料和基体的微观布局方式，建立各组分参数

微观的本构关系，进而将微观代表体积元的应力和

应变平均化处理，获得平均意义上的宏观等效性能。

但是，一方面，传统细观力学理论对于不同体积分

数、不同填料分布等情况，应当对应不同的模型，不

具有普遍适用性；另一方面，不能通过理论方法得

到材料细观层次的应力和应变分布及其它动力学等

特征，计算结果精度有限，对于复杂微观结构或者是

非线性问题，难以提供有效预测精度。虽然自洽模

型和 M-T 法都具有数学上的完美性，但是它们都假

设夹杂形状为椭球体，这对于工程实际是一个很强

的制约。

随着计算能力的提高，有限元理论作为一种更

通用的工具已被广泛应用于预测性能。更重要的是，

随着建模精度的提高，有限元法对复合材料性能的

预测精度能得到明显提高。另外，有限元模拟结果

还可以提供复合材料的微观结构状态。但是，以往

的一些复合材料模型，忽略了纳米填料的横观各向

同性力学性质，将纳米填料与基体都视为各向同性

材料来计算复合材料的弹性模量，不具有代表性。

笔者研究的目的是实现纳米复合材料更真实

地建模，以研究其弹性性能。通过开发随机吸附性

算 法 (RSA)[11–15]，改进球形概率空间，生成纳米填

料增强复合材料代表体积元 (RVE) 的有限元模型。

选取适当尺寸的 RVE 模型，设立六种静力加载工

况，分别对应 X，Y，Z 三个方向的拉伸和 XY，YZ，ZX
三个面向的剪切。通过对均匀应力、应变边界条件

的对比，验证了 RVE 收敛性与边界条件和 RVE 尺

寸之间的关系。计算得到了 RVE 的拉伸弹性模量、

剪切弹性模量，并与 M-T 理论计算的弹性模量结果

进行了对比。最后，通过动力学分析了不同纳米填

料含量对 RVE 固有频率和振型的影响。

1　有限元模型的构建

利用有限元方法构造复合材料 RVE 模型是模

拟其性能的有力工具，这种方法为实现不同复合材

料的复杂形貌和微观结构提供了通用性。为了对碳

纳米管增强环氧树脂进行计算实验，笔者构建了一

系列三维 RVE 模型，将复合材料的几何参数、纤维

数量、材料的本构关系作为输入参数。采用 RSA 方

法构建了随机分布纳米填料增强复合材料的有限元

模型 (RVE)。在主算法下，取模型内一随机数坐标

(x，y，z) 作为纤维起点，生成随机方向向量 (a，b，c)，
通过点和角度在给定直径的圆形截面扫过点阵以生

成新纤维。通过子程序判断与已放置的纤维是否相

交，如果相交则删除纤维并重新生成，直到纤维不

再相交为止。为了实现具有几何周期性的 RVE 模

型，即单胞中纤维从边界伸出的同时又会在对立边

界伸进单胞，先以单胞模型为中心，生成 3×3×3 个

重复单胞模型，接着将中心单胞模型周围的 26 个单

胞删除，通过截断纤维并组装纤维和基体，以此生成

RVE 模型，其流程图如图 1 所示。引入最近邻像约

定来实现周期性相交判断，即任意一个点，只与一个

“最近邻”的点或邻近周期的点发生相交判断，其是

通过判断离谁的距离更近来实现的。设元胞边长为

m，当在同一元胞中的两根纤维之间最小距离 l ＞

(m／2) 时，则令纤维相交判断距离 L=m–l，否则仍然

为 L=l。再判断纤维相交判断距离是否小于两倍纤

维半径，如果是，则纤维相交。以此可以在满足几何

周期性条件下实现纤维的相交判断。在确定纤维随

机方向时，采用传统立方体概率空间生成随机方向

向量，这样使得纤维朝向立方体对角线处的概率增

大。采用球形概率空间生成随机方向向量，使得纤

维朝向所有方向的概率相等。最终生成的 RVE 模

型如图 2a 所示。

使用商业有限元软件 Abaqus 进行模拟，采用

二次四面体网格 (C3D10) 对有限元模型进行网格划

分，经过试验，采用直径为 10 nm、长度为 400 nm
的碳纳米管在尺寸为 400 mm×400 mm×400 mm
的环氧树脂基体中能够得到稳定、均质且易于划分

的网格，种子密度取 15～30 nm，生成 200 万～600
万个单元，划分网格后如图 2b 所示。RVE 的弹性
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模量计算是通过建立耦合节点来实现的。对于弹性

模量，在特定表面上指定耦合节点，并在耦合节点处

施加位移，耦合点处的反作用力是在受影响边界节

点处产生的相关方向边界节点力的总和。将反作用

力除以受影响表面的面积，得到与规定应变相对应

的应力，然后用得到的应力除以已知应变来计算拉

伸弹性模量。对于剪切弹性模量，通过将剪应力除

以对应方向的剪应变得到，在这里，剪应力是通过从

任意一个面上指定的耦合点反作用力中提取相关方

向边界节点力之和除以影响面积来计算得到的。由

于碳纳米管是随机分布的横观各向同性材料，其刚

度矩阵会随着不同碳纳米管的朝向而随坐标系发生

变换。在赋予材料属性时，通过 Python，根据碳纳

米管朝向为每根碳纳米管定义单独的局部坐标系。

当纳米管的方向改变时，相同的横观各向同性刚度

矩阵被定义在不同碳纳米管的局部坐标系上，以此

赋予碳纳米管横观各向同性材料的属性。

2　结果与讨论

2．1　边界条件对比

目前，有三种广泛使用的边界条件可用于计

算均匀化过程，线性位移 (LD) 边界条件、均匀应力

(UT) 边界条件和周期性 (PR) 边界条件，根据细观

力学均匀化方法得到：

 ( )Su xi ij j
0f=  (1)

 ( )ST ni ij j
0v=  (2)

式中：ui(S)，Ti(S)——分别为边界 S 的位移、面力；

 ij
0f ， ij

0v ——常数；

 xj——长度坐标；

 nj——边界 S 的外法线向量；

 i，j—— 1，2，3。

式 (1)、式 (2) 分别代表均匀应变边界条件和均

匀应力边界条件。

在 研 究 中，分 别 对 边 长 为 400 nm，600 nm，

800 nm 的 RVE 模型施加 LD 和 UT 两种边界条件，

边界条件对比如图 3 所示。可以看出，随着 RVE 尺

寸的增加，LD 和 UT 对应的弹性模量逐渐靠近并趋

于同一值。由文献 [16] 可知，LD 和 UT 可以分别

提供弹性材料常数的上限和下限，该结果显示 LD
和 UT 提供的纳米复合材料弹性模量的上限和下

限非常接近，小于最大许可误差 δ (5%)，故在 LD 和

UT 方法下得到的弹性模量数值接近于理想的周期

性边界条件。考虑到 RVE 内含纳米填料多且贯穿

基体边界，划分网格后节点数目过多，无法做到节点

一一对应，而对于低体积分数的代表体积元，LD 和

UT 方法提供了足够的计算精度，因此不需要应用

周期性边界条件 [17]。为划分网格方便，RVE 尺寸设

定为 400 nm×400 nm×400 nm。

RVE nm

400 500 600 700 800

M
Pa

4 000
3 800
3 600
3 400
3 200
3 000
2 800
2 600

LD

UT

图 3　不同基体尺寸下边界条件对比

2．2　弹性模量对比

弹性模量的有限元模拟在六种静力工况下进

行，在计算拉伸弹性模量时，施加单轴 2.5% 的宏观

应变，取三个方向弹性模量的平均值作为代表弹性

模量。计算剪切弹性模量时，通过模拟纯剪切试验，

在相对的四个面分别施加 2.5% 的均匀应变边界条

件，得到其中任意一个耦合点的节点反力，通过与整

(x y z)

RVE

图 1　RSA 算法生成 RVE 模型流程图

　                                (a)                                       (b)

a—RVE 模型；b—C3D10 网格划分后的 RVE 模型

图 2　RVE 模型及 C3D10 网格划分后的 RVE 模型
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体模型应变的比值得到剪切弹性模量。基于细观力

学 M-T 理论，通过碳纳米管的五个独立弹性常数、

环氧树脂弹性常数、碳纳米管的长径比、体积分数及

三维随机分布，分别得到不同体积分数下复合材料

弹性模量。细观组分的材料参数见表 1。
表 1　细观组分的材料参数

材料 E1／TPa ν12 G12／TPa K23／TPa G23／TPa
碳纳米管 0.952 0.165 0.31 0.265 0.105
环氧树脂 0.003

　　注：E1 为轴向拉伸弹性模量，ν12 为泊松比，G12 为轴向剪切弹性

模量，K23 为体积弹性模量，G23 为面内剪切弹性模量。

碳纳米管的工程常数可以通过式 (3)～式 (5) 计

算 [18] ：

 E E
K G
G K4

2 3
23 23

23 23

}
= =

+
 (3)

 
K G
K G

23
23 23

23 23
y

}
}

=
+
-  (4)

 
E
K

1
4

1

23 12
2

}
o= +  (5)

式中：E2=E3——径向拉伸弹性模量；

 ν23——泊松比。

获 得 的 碳 纳 米 管 的 9 个 工 程 常 数 分 别 为：

E1=0.952 TPa，E2=E3=0.272 178 TPa，υ12=υ13=0.165，

υ23==0.296 1，G12=G13=0.31 TPa，G23==0.105 TPa。

碳纳米管的密度为 2.1 kg／m3。环氧树脂采用牌号

E51，拉伸弹性模量为 3 GPa，泊松比为 0.35，密度

为 1.16 kg／m3。

基于 M-T 理论，实际 RVE 中的每个夹杂物的

行为就像它在实际基体中被分离一样，材料是无限

大的，且施加了和远程应变一样的平均基体应变。

M-T 模型在预测两相复合材料的有效性能方面非

常成功。理论上，它仅限在夹杂物体积分数小于

25% 情况下给出良好预测。复合材料的刚度张量

由式 (6)、式 (7) 确定 [19]。

 ( ) ( )L L L L T I T1 2 2 1 1 2
1y y y= + - + -  (6)

 [ ( )]T I SL L L2 1
1

1
1= + -- -  (7)

式中：L，L1，L2——分别代表复合材料、基体、纳米

                                  填料的刚度张量；

 υ1，υ2——分别代表基体和纳米填料的体积分

                           数；

 I——四阶单位张量；

 T——代表稀释应变集中张量；

 S——Eshelby 张量。

当在定义的主方向获得整体刚度矩阵后，通过

转换矩阵获得其它方向纳米填料复合材料的刚度矩

阵，纳米填料随机分布的复合材料的均匀弹性各向

同性刚度矩阵 L* 按 (8) 式计算。

 L N N LN NT T=) i { { i  (8)
式中：θ，φ——定义纳米填料方向的欧拉角；

 Nφ，Nθ——转换矩阵。

建立不同纳米填料含量的 RVE 模型，纳米填料

长度均为 400 nm，直径 10 nm。因为碳纳米管是

随机分布于单胞模型中，填料位置、取向和角度都具

有随机性，所以 RVE 模型可以近似作为均匀各向同

性材料。通过有限元分别计算不同填料体积分数

下 RVE 的拉伸弹性模量和剪切弹性模量，填料体积

分 数 为 0.49%，0.98%，1.47%，1.96% 时，RVE 计 算

的拉伸弹性模量分别为 3 432.48，3 801.09，4 205.60，

4 531.92 MPa，剪 切 弹 性 模 量 分 别 为 1 224.4，

1 329.5，1 553.03，1 635.78 MPa ；M-T 理 论 得 到

的 拉 伸 弹 性 模 量 分 别 为 3 329.5，3 659.7，3 991.5，

4 323.8 MPa，剪切弹性模量分别为 1 238.9，13 67.5，

1 497，1 627 MPa。将 RVE 结果与 M-T 结果进行对

比，结果如图 4 和图 5 所示。

%

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

M
Pa

4 500

4 000

3 500

3 000

Abaqus

M-T

图 4　不同纳米填料体积分数的 RVE 和 M-T 拉伸弹性模量对比

%

M
Pa

Abaqus

M-T

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

1 800

1 600

1 400

1 200

1 000

图 5　不同纳米填料体积分数的 RVE 和 M-T 剪切弹性模量对比

由图 4 可以看到，随着体积分数的增加，拉伸弹

性模量呈线性上升，误差最小处为 3.09%，最大处为

5.36%。另外，随着体积分数增加，RVE 计算结果与

M-T 计算结果的误差逐渐增大，这是因为均匀应变

边界条件下得到的拉伸弹性模量的代表值略高于周

期边界条件下的代表值，且随机分布次数较少会造

成误差，以及 M-T 计算结果随着纳米填料体积分数
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增加导致计算结果偏小 [20]。由图 5 可以看到，RVE
计算的剪切弹性模量与 M-T 理论结果较为符合，

误差最小处为 0.54%，最大处为 3.74%。综上所述，

RVE 模型能够有效预测复合材料的弹性模量，具有

一定的精度，能为较低体积分数的纳米填料增强复

合材料弹性性能提供有效预测。

2．3　固有频率及振型

与传统材料相比，复合材料具有高比强度、高

比刚度等优点，对其动力学进行分析具有重要的工

程意义。结构振动的固有频率与初始条件无关，而

仅与其固有特性有关。当外界振动与固有频率相等

时会出现共振，损坏复合材料结构，因此固有频率是

一个必须考虑的重要因素。复合材料的固有频率越

高，其在脉冲荷载作用下抵抗变形的能力就越强。

另外，纳米填料含量对固有频率有较大影响。当提

高复合材料中纳米填料的含量时，可以明显提高复

合材料的固有频率，从而提高复合材料构件抵抗脉

冲荷载变形的能力，并且使其能在更高激励频率环

境下工作而不易发生共振。

通 过 Lanczos 特 征 值 求 解 器 计 算 尺 寸 为

400 cm×400 cm×400 cm 的 RVE 模型的前 30 阶

振型以及固有频率，对模型底部施加固支边界条件，

对比不同纳米填料体积分数对固有频率的影响。不

同纳米填料体积分数下 RVE 的前 30 阶固有频率如

图 6 所示。
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2.50×109

2.00×109
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1.00×109

0.50×109
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图 6　不同纳米填料体积分数下 RVE 的前 30 阶固有频率

从图 6 可以看出，随着纳米填料体积分数的增

加，RVE 的固有频率增大。例如，在纳米填料体积

分数为 1.96% 时，RVE 的前两阶固有频率分别为

5.58×108 Hz 和 6.30×108 Hz，纯基体的前两阶固

有频率为 4.27×108 Hz，相比于纯环氧树脂，复合材

料的第一阶频率基体提高 30.7%，第二阶频率提高

47.5%。因此，碳纳米管体积分数对复合材料固有

频率影响较大，能显著改善脉冲荷载下抵抗变形的

能力。

当碳纳米管体积分数为 1.96% 时，RVE 的前三

阶振型图如图 7 所示。

                       (a)                                                     (b)

(c)

a—第一阶振型图；b—第二阶振型图；c—第三阶振型图

图 7　纳米填料体积分数为 1.96% 的 RVE 的前三阶振型图

从图 7 可以看到，当固有频率较小时，第一、二

阶振型图以垂直弯曲为主，顶部位移较大，随着固有

频率升高，第三阶振型图体现为绕 Y 轴扭转。

3　结论

基于细观力学均匀化理论结合有限元算法，建

立了预测纳米填料增强复合材料宏观力学参数的均

匀化有限元计算方法，通过 RVE 模型的建立，能够

更直观地看到复合材料的微观结构以及应力、应变

分布，并对不同体积分数的随机纳米填料增强复合

材料宏观弹性力学参数进行计算，得到以下结论：

(1) 纳米填料增强复合材料的宏观力学参数受

纳米填料体积分数的影响较大，均匀化有限元方法

可以有效地表征代表体积元的拉伸弹性模量、剪切

弹性模量，计算结果较为准确。

(2) 在纳米填料体积分数较小情况下，RVE 与

M-T 计算结果接近，能为较低体积分数的纳米填料

增强复合材料弹性性能提供有效预测。

(3) 复合材料的固有频率随纳米填料体积分数

增加有较大提升，提高了其抵抗脉冲荷载变形能力。

(4) 均匀化有限元方法操作简便，计算结果可

靠，能够适用于不同的填料和基体，对不同种类的纳

米填料增强复合材料的研究与弹性性能预测具有普

遍适用性，可为今后复合材料的多尺度分析奠定基

础，对工程材料的设计应用具有重要的参考价值。
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