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基于等效夹杂理论的混杂纤维复合材料有效弹性模量预测

秦飞飞，盛冬发
(西南林业大学土木工程学院，昆明 650224)

摘要：混杂纤维复合材料能够综合多种纤维优点，提高单一纤维增强复合材料的力学性能。为了预测混杂纤维

复合材料的力学性能，基于等效夹杂理论和分步均匀化方法，提出了一种混杂纤维复合材料有效弹性模量的细观力

学模型。以剑麻(SF)/玄武岩纤维(BF)增强聚乳酸(PLA)复合材料为例，采用细观力学模型对其有效弹性模量进行预

测，并将预测结果、ABAQUS有限元软件模拟结果和试验结果进行对比，表明混杂纤维质量分数在27.27%以下时，预

测结果与试验值的相对误差保持在15.26%以下，并且细观力学模型预测值较有限元模拟值更接近试验结果。最后对

SF/BF混杂增强PLA复合材料拉伸弹性模量影响因素进行分析，比较了相同纤维质量含量的BF和SF对PLA复合材

料拉伸弹性模量的影响，结果表明复合材料拉伸弹性模量随纤维拉伸弹性模量的增大而增大。
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ThePredictionofEffectiveElasticModulusforHybridFiberCompositesBasedonEquivalentInclusionTheory

Qin Feifei，Sheng Dongfa

(Departmentof Civil Engineering，SouthwestForestry University，Kunming 650224，China)

Abstract：The mechanical properties of hybrid fiber composites can be improved by integrating the advantages of multiple fi‐

bers. A micromechanical model of effective elastic modulus of hybrid fiber composites was proposed based on the equivalent inclu‐

sion theory and step-wise homogenization method in order to predict the mechanical properties of hybrid fiber compo-sites. The ef‐

fective elastic modulus of sisal/basalt fiber (SF/BF) reinforced polylactic acid (PLA) composites was predicted using the microme‐

chanical model，and the predicted results，the simulation consequen-ces of ABAQUS finite element software and the test results were

compared. It demonstrates that the relative error between the predicted results and the test values remains below 15.26% when the

content of hybrid fiber is lower than 27.27%，and the predicted values of the micromechanical model are closer to the test results

than the values of the finite element simulation. Finally，the factors affecting the elastic modulus of sisal/basalt fiber composite were

analyzed，and the effects of basalt fiber and sisal fiber with different fiber content on the elastic modulus of the composite were in‐

vestigated. The results show that tensile elastic modulus of PLA composite increase with the increase of fiber elastic modulus.

Keywords：hybrid fiber composites ；equivalent inclusion theory ；stepwise homogenization ；effective elastic modulus ；fi‐

nite element

混杂纤维增强复合材料(HFRCs)是指在基体中

添加两种或两种以上纤维的新型复合材料，该材料

从 20世纪 70年代开始发展起来[1-2]。由于混杂纤维

复合材料同时具备不同纤维的优良特性，在航空航

天、建筑材料、汽车制造、纺织工业等领域得到广泛

应用。

20世纪90年代开始，随着人们生态环境保护意

识的提高，科研人员逐渐使用天然纤维替代部分人

造纤维应用于混杂纤维增强复合材料。Petrucci

等[3]采用玄武岩纤维、亚麻纤维、大麻纤维和玻璃纤

维为增强纤维，取其中两种增强纤维与环氧树脂制

成三相混杂复合材料，研究了混杂复合材料的冲击
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性能。Li等[4]以钢纤维、聚乙烯醇纤维和碳酸钙晶

须为增强相制备混杂纤维增强水泥基复合材料，研

究发现钢-聚乙烯醇纤维-晶须的加入缓解了复合材

料的受压开裂。Calabrese等[5]研究了环氧树脂/玻璃

纤维/亚麻纤维混杂复合材料在恶劣环境下的耐久

性。研究表明加入玻璃纤维可以显著提高亚麻纤

维/环氧树脂复合材料层压板在海洋环境条件下抗

老化性。Ghori 等[6]研究了椰枣纤维和洋麻纤维增

强环氧杂化复合材料的热性能和力学性能。结果

表明，复合材料的挠曲模量随洋麻比增高而增大。

Xun等[7]通过对玻璃/碳纤维增强塑料复合材料进行

水热环境下拉伸性能测试，讨论了温度、层厚度、层

角度对拉伸强度的影响。Khalid等[8]对不同重量百

分比的玻璃纤维和黄麻纤维增强环氧复合材料进

行了冲击性能试验，研究发现黄麻纤维比玻璃纤维

对复合材料冲击强度的贡献更大。徐虹等[9]制备了

不同碳纤维和玄武岩纤维(BF)含量的混杂增强树脂

基复合材料，通过有限元模拟确定了混杂纤维复合

材料刚度、强度和拉伸极限应变最大时的混杂比。

目前，国内研究人员对混杂纤维复合材料力学

性能研究主要侧重于试验及分析方面，而混杂纤维

复合材料的细观力学研究相对较少。笔者将混杂

纤维复合材料看作由两种不同纤维嵌入基体的三

相复合材料，根据黄敏杰等[10]给出的等效夹杂原理

和分步均匀化方法，提出可预测三相复合材料的拉

伸弹性模量的细观力学模型。最后将此方法预测

结果与文献中试验结果和有限元模拟结果进行对

比，以此来验证笔者提出的细观力学模型的合

理性。

1 混杂纤维复合材料有效弹性模量分析

基于等效夹杂理论，得出单一纤维及基体内的

平均应力和应变，将其代入两相复合材料均匀化平

均应力、应变表达式，从而求解出两相复合材料的

有效弹性模量。最后采用分步均匀化方法将两相

复合材料当作新基体，另一种纤维作为增强相，计

算出三相混杂复合材料的有效弹性模量。

1. 1 等效夹杂理论

在纯基体中加入与其弹性模量不同的夹杂体，

并且受到远场均匀应变 ε (∞)ij 作用情况下，如图 1a所

示。由于夹杂体的存在，基体的平均应力、应变较

均匀纯基体增加了扰动应力、扰动应变。含夹杂复

合材料基体内的平均应变和应力为：

ε (0)ij = ε (∞)ij + ε͂ij （1）
σ (0)
ij = σ (∞)

ij + σ͂ij （2）
式中，ε (∞)ij 为远场均匀应变，ε͂ij为扰动应变，σ (∞)

ij

为纯基体受到的均匀应力，σ͂ij为扰动应力。

Ω
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εij
(∞)

εij
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a—含夹杂基体；b—等效夹杂

图1 复合材料夹杂均匀化

由于基体与夹杂弹性性质的差别，在外力场作

用下夹杂内的应力、应变与基体内的应力、应变不

同，两者分别相差一个摄动值σpt
ij 和εptij，夹杂内的应

变和应力分别为：

ε (1)ij = ε (∞)ij + ε͂ij + εptij （3）
σ (1)
ij = σ (∞)

ij + σ͂ij + σpt
ij （4）

式中，εptij 为摄动应变，σpt
ij 为摄动应力。

根据Eshelby等效夹杂理论[11]，引入一个等效本

征应变，夹杂的弹性常数转化为与基体相同的弹性

常数，即：

C (1)ijkl (ε (∞)kl + ε͂kl + εptkl ) = C (0)ijkl (ε (∞)kl + ε͂kl + εptkl - ε̄0kl )（5）
式中，C (1)ijkl为纤维弹性常数，C (0)ijkl为基体弹性常

数，ε̄0kl为等效本征应变。转化过程见图1所示。

摄动应变εptij 与等效本征应变 ε̄0kl的关系可以由

Akamatsu的理论[12]得出：

εptij = Sijkl ε̄0kl （6）
式中，Sijkl为夹杂的Eshelby张量[13]，与夹杂的形

状和基体的泊松比有关。

根据混合率方法，复合材料平均应变 ε (∞)ij 和组

分材料平均应变的关系式为：

(1 - c) (ε (∞)ij + ε͂ij ) + c (ε (∞)ij + ε͂ij + εptij ) = ε (∞)ij （7）
式中，c为夹杂的体积分数。

求解式(6)、式(7)可得：

ε͂ij = -cSijkl ε̄0kl （8）
联立式(5)、式(6)和式(8)可求得 ε̄0kl，根据式(1)～

式(4)可得基体和夹杂内平均应力及平均应变。
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1. 2 两相复合材料有效弹性模量求解

复合材料视为由若干根圆柱形纤维(f)埋入基

体(m)中，如图2所示。对复合材料施加纵向均匀应

变边界条件ε (0)11，以获得复合材料有效弹性模量。由

式(5)可得：

C (1)1111 [ ε (0)11 + (1 - c)S1111 ε̄011 ] = C (0)1111 [ ε (0)11 + (1 - c)
S1111 ε̄011 - ε̄011 ] （9）

式中，C (0)1111为基体弹性常数，C (1)1111为纤维弹性常

数，ε̄011为等效特征应变，ε (0)11 为施加的均匀应变边界

条件。

求解方程(9)，可得等效特征应变 ε̄011，将其代入

式(1)～(4)，即可求出纤维与基体的平均应力和平均

应变。

纤维内的平均应力、应变分别为：

σ̄ (1)11 = C (0)1111C (1)1111
C (0)1111 - (C (0)1111 - C (1)1111 ) (1 - c)S1111 ε

(0)11 （10）
ε̄ (1)11 = C (0)1111

C (0)1111 - (C (0)1111 - C (1)1111 ) (1 - c)S1111 ε
(0)11 （11）

基体内的平均应力、应变分别为：

σ̄ (0)11 = C (0)1111 [C (0)1111 - (C (0)1111 - C (1)1111 )S1111 ]
C (0)1111 - (C (0)1111 - C (1)1111 ) (1 - c) S1111 ε

(0)11（12）
ε̄ (0)11 = C (0)1111 - (C (0)1111 - C (1)1111 )S1111

C (0)1111 - (C (0)1111 - C (1)1111 ) (1 - c) S1111 ε
(0)11（13）

根据混合率方法得出两相复合材料的平均应

力和平均应变分别表示为：

σ̄11 = cσ̄ (1)11 + (1 - c) σ̄ (0)11 （14）
ε̄11 = cε̄ (1)11 + (1 - c) ε̄ (0)11 （15）

将式(10)～(13)代入式(14)和式(15)，可得到两

相复合材料的平均应力和应变，由此可得复合材料

的纵向弹性模量，即：

E11 = σ̄11
ε̄11

（16）
式中，E11为复合材料的纵向弹性模量。

1. 3 分步均匀化方法

混杂纤维复合材料属于多类夹杂问题，可采用

分步均匀化方法处理每一类纤维材料[14]，逐步计算

出混杂纤维复合材料的有效性能。分步均匀化的

步骤是：首先向基体材料(弹性模量Cijkl和泊松比 ν

等材料属性确定)中投入第一种纤维(设其弹性模量

为C (1)ijkl)，然后使用式(9)～(16)完成均匀化过程，得到

均匀化复合材料的弹性模量 C̄ (1)ijkl，如图 3a所示。用

均匀化后的复合材料作为新的基体(其弹性模量为

C̄ (1)ijkl)，投入另一类纤维(设其弹性模量为C (2)ijkl)，再次使

用式(9)～(16)进行均匀化，得到新的弹性模量 C̄ (2)ijkl，
即为三相复合材料的有效弹性模量，如图3b所示。

0�134


� �,0����	��

�,0����	��

�,0����	��0�134

(a)

(b)

a—第一次均匀化(对基体和第一类纤维)；

b—第二次均匀化(对等效均匀复合材料和第二类纤维)

图3 分步均匀化示意图

1. 4 算例验证

将细观力学模型计算结果与现有文献[15]中的

试验结果进行对比，以验证本预测方法的正确性。

其中，BF、剑麻纤维(SF)、聚乳酸(PLA)拉伸弹性模

量分别为 88.9，9.4，2.1 GPa，根据材料参数计算出

Eshelby张量，将其代入式(9)～(16)解出不同 SF 质

量分数下的两相复合材料纵向，预测结果与文献

[15]试验值对比结果见表1。从表1可以看出，理论

预测值与试验值较为接近，表明细观力学预测方法

有较好的预测精度。

采用分步均匀化方法将剑麻纤维增强聚乳酸

复合材料当作新基体，式(9)～(16)解出不同混杂纤

维质量分数下的三相复合材料纵向拉伸弹性模量，

预测结果与文献[15]试验值见表2。从表2可以看出，

混杂纤维含量在27.27%以下时，预测结果与试验结

εij
(∞)

εij
(∞)

图2 复合材料在均匀应变边界条件 ε(0 )
11 作用

表1 不同SF含量的PLA复合材料拉伸弹性模量

预测值与试验值

序号

1

2

3

SF质量分数/%

10

15

20

E11/MPa

试验值

2 620

2 904

3 241

预测值

2 720

3 034

3 341

相对误差/%

3.817

4.476

3.085
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果的相对误差基本保持在 15.26%以内。混杂纤维

含量达到33.33%时，预测值与试验值的误差较大为

22.43%。因此，本方法在混杂纤维含量低于 27.27%
时可认为是较为有效的。

2 预测值和有限元模拟对比

2. 1 RVE尺寸参数

根据混杂纤维复合材料的增强纤维在基体中

的分布具有统计学上的周期性，提出了复合材料在

细观结构上具有周期性的假定[16]。使用 ABAQUS

有限元模拟软件建立剑麻纤维和BF沿纵向分布于

聚乳酸矩形截面的代表性体积单元模型，代表性体

积 单 元 的 长 宽 厚 依 次 为 0.58 mm × 0.58 mm ×
0.60 mm，混杂纤维复合材料有限元模型如图 4

所示。

2. 2 模拟计算

采用ABAQUS软件对代表体积单元拉伸模拟，

如图 5 所示。在三维有限元模型底面施加固定约

束，限制模型底部位移和转动。顶部施加均匀位移

边界条件，位移增量步为 0.05。从后处理数据中提

取代表体元横截面各点的应力和应变数值，并对提

x

y

图5 混杂纤维复合材料有限元轴向拉伸模拟

取的数据平均计算绘制出不同纤维质量分数下的

应力-应变曲线，见图6。进而得出了混杂纤维复合

材料的纵向拉伸弹性模量随纤维含量变化的情况。

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0
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50 �#�34BF��18.18%
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图6 不同混杂纤维质量分数的复合材料应力-应变曲线

2. 3 预测值与模拟结果对比

将本方法预测结果与ABAQUS模拟结果和文

献[15]的试验值绘制于图7。从图7可以看出，本方法

预 测 值 较 ABAQUS 模 拟 值 更 接 近 试 验 值 。

ABAQUS模拟值与试验值偏差较大，原因可能是混

杂纤维复合材料制备时增强纤维和基体连接可能

存在微观缺陷，而在有限元模拟中规定复合材料的

纤维和基体黏结完好，从而造成模拟结果偏大。显

然，本方法在预测三相混杂复合材料的拉伸弹性模

量时预测结果更为精确。

3 混杂纤维复合材料拉伸弹性模量影响因素分析

混杂纤维复合材料拉伸弹性模量的影响因素

主要是混杂纤维的用量和混杂纤维的拉伸弹性模

量。为分析以上因素对复合材料拉伸弹性模量的

影响，以 SF/BF 混杂增强 PLA 复合材料为例，利用

建立的细观力学模型预测混杂纤维复合材料的拉

伸弹性模量。该预测方法为混杂纤维复合材料性

能设计提供了一种新方法。

3. 1 混杂纤维含量的影响分析

图 8a、图 8b 分别为混杂纤维增强 PLA 复合材

料拉伸弹性模量随BF，SF质量含量变化规律，图中

f(SF)和 f(BF)分别为 SF，BF的固定质量分数。从图 8a、

x

y

z

图4 纤维质量比1∶1的混杂纤维复合材料模型 20 25 30 35
2

3

4
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6

7

8
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10
 ABAQUS���
���"M"�
��([13]AO�

�
�
�
�
�
F
�(
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34BF���%

图7 混杂纤维复合材料拉伸弹性模量随纤维含量变化曲线

表2 不同混杂纤维含量时PLA复合材料纵向拉伸弹性模量

预测值与试验值对比

序号

4

5

6

混杂纤维质量分数/%
(两种纤维质量比为1∶1)

18.18

27.27

33.33

E11/MPa

试验值

4 061

5 148

5 880

预测值

4 667

5 934

7 199

相对误
差/%

14.92

15.26

22.43
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图 8b中可看出，保持一种纤维质量分数不变，混杂

纤维增强复合材料的拉伸弹性模量随另一种纤维

含量的增加呈线性方式增大。从图8a可以看出，随

着SF用量的增加，混杂纤维增强复合材料的拉伸弹

性模量也在逐渐增加，但是这种增加效果随 BF 用

量增大而逐渐减弱。从图 8b可以看出，随着BF用

量的增加，混杂纤维增强PLA复合材料的拉伸弹性

模量也在逐渐增加，并且这种增加效果随 BF 用量

增大而逐渐减弱。比较图 8a、图 8b可以得出，混杂

纤维增强PLA复合材料拉伸弹性模量随BF含量增

加变化更为明显，即 BF 含量变化对混杂纤维增强

复合材料拉伸弹性模量的影响大于SF。

3. 2 混杂纤维拉伸弹性模量变化的影响分析

为了分析SF和BF拉伸弹性模量对混杂纤维增

强复合材料拉伸弹性模量的影响，取SF拉伸弹性模

量变化范围为10～22GPa，BF拉伸弹性模量变化范

围为 80～92GPa。运用笔者的细观力学计算模型

对复合材料拉伸弹性模量进行预测，预测结果见图

9a、图 9b。图中 E(SF)和 E(BF)分别为 SF，BF 的固定拉

伸弹性模量。从图 9a、图 9b中可以看出，在纤维含

量保持不变的情况下，混杂纤维增强PLA复合材料

的拉伸弹性模量随纤维拉伸弹性模量增大而线性

增大。

4 结论

基于等效夹杂原理和分步均匀化方法，提出了

一种预测三相混杂复合材料纵向拉伸弹性模量的

细观力学模型，并与已有的试验和有限元模拟结果

对比，得出以下主要结论：

(1) 基于等效夹杂理论可以有效预测两相复合

材料的有效拉伸弹性模量，将其与分步均匀化方法

结合，提出了能够预测三相混杂复合材料拉伸弹性

模量的细观力学模型。

(2) 运用细观力学模型计算了SF/BF混杂增强

PLA复合材料的拉伸弹性模量，将模型计算结果与

文献[15]试验结果进行对比，两者的最大相对误差

基本保持在 15%以内。与ABAQUS有限元模拟结

果相比，模型计算结果更接近文献[15]试验结果，表

明笔者提出的细观力学模型具有合理性。

(3)对于混杂复合材料只需确定基体与纤维的

拉伸弹性模量，纤维体积分数及Eshelby张量，便可

以用于计算植物纤维与人造纤维制成的三相混杂

复合材料，为环保型复合材料的性能设计提供一定
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